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Les candidats doivent respecter les notations des énoncés et préciser, dans chaque cas, la numérotation de la

guestion traitée.
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Les calculatrices sont autorisées

Propagation de signaux électriques dans un cable coaxial

Données numériques :

Permittivité du vide : &, =8,854 10 “Fm™

Vitesse des ondes EM dans le vide : ¢=310°ms™ ; c’gyu, =1.
Formulaire :

1/ f étant un champ scalaire et a un champ vectoriel:

ﬁ(fé) = frota+ gradeé.

div=E=~
&y
—— 0B
_ tE=——
2/ Equations de Maxwell o ot
divB=0
— - oE
rotB = + U, & —
Ho )+ Hyéy ot

Le cable, schématisé sur la figure ci-dessous, est formé de deux cylindres metalliques, de sections

circulaires, coaxiaux et de rayons respectifs p;et pz (p1 < p2). Le premier cylindre 1 est plein,

c'est I'ame du céble, et le deuxiéme 2 est creux, c'est la gaine.
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On supposera les cylindres de trés grande conductivité et de tres grande longueur devant p et py;
les charges et courants électriques qu'ils transportent seront, aux fréquences de travail, considérés
comme surfaciques et le champ électromagnétique est nul dans le volume des conducteurs. De plus il ne
circule aucun courant sur la surface extérieure de la gaine. L'espace entre les deux cylindres est empli dun milieu
isolant homogene dont les caractéristiques sont supposées indépendantes de la fréquence ; on admettra alors qu’il
suffit de remplacer dans toutes les équations de Maxwell &, par &=¢g,6, 0U &, est la permittivité relative de

l'isolant.

[ B—— game
P f | -——  Ame
P, I milieu
e T e e = iSOlHnl

Coupe longitudinale Coupe transversale
Figure : Schéma du cable coaxial

Données numériques du cable : Di1=2p1=1,0mm; D,=2p,=3,5mm; g =2,25

Un point M entre les cylindres est repéré par ses coordonnées cylindriques ( 0,0, z), Oz étant l'axe des cylindres.

On désigne par (ép €0, ) le repere orthonormé associé.

I. Caractéristiques électriques du cable

On suppose que I’ame porte la charge Q par unité de longueur.

I.1. On considére un point M compris entre les conducteurs. Par des considérations de symétries et d’invariance (en
régime permanent), écrire dans le cas général les champs électrique E(M ) et magnétique E(M ) en fonction
des vecteurs unitaires et des coordonnées du point M.

1.2. Etablir I'expression du champ électrique E(M ) enfonctionde Q,de p et &; on négligera tout effet de bord.
1.2. En déduire l'expression de la différence de potentiel entre les cylindres, V, -V, , enfonctionde Q, p1, p2 et ¢.
1.3. Exprimer la capacité linéique I" du céble enfonctionde p 1, poet¢.

1.4. Calculer la valeur numérique de T" et celle de V, -V, pour Q=1nC m™. A quelle distance de I'axe le champ E
prend-il sa valeur maximale Epax dans le milieu isolant ? Calculer Eqax.
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On suppose que le conducteur interne est parcouru par un courant surfacique continu d'intensité 1.
1.5. Etablir I'expression du champ magnétique §(M ) enfonctionde | etde p ; on négligera tout effet de bord.

1.6. On considere un trongon de longueur unité limité par deux plans orthogonaux a l'axe. Le flux magnétique propre
® atravers ce trongon est le flux de B & travers un demi-plan @ = Constante, limité par les extremités du trongon.

Etablir I'expression de @ en fonctiondel, piet po.
1.7. En déeduire I'inductance linéique du cable A en fonction de piet po.

1.8. Calculer la valeur numérique de A. A quelle distance de I'axe le champ B prend-il sa valeur
maximale Bnax dans le milieu isolant ? Calculer Bpax pour I = 100 mA.
1.9. Si on suppose maintenant que lintensité | est répartie en volume dans le conducteur central,

I'inductance par unité de longueur sera-t-elle modifiée?

Il. Onde électromagnétique TEM

On cherche a montrer qu'un champ électromagnétique a la fois transverse électrique et transverse

magnétique (mode TEM) peut se propager entre les deux conducteurs. On considere une onde
progressive (E,B) de laforme : E=Eo(x,y) '™ et B=Bo(x,y) e'“™ avec des composantes
nulles selon Oz et k > 0.

I1.1. Exprimer k e, A Eo et k e, A Bo. Quelle est la structure locale du champ EM ?

11.2. En déduire la relation de dispersion qui relie k et @. Quelle est la vitesse de phase v de cette
onde ? L'exprimer en fonction de ¢, et c. Préciser le rapport entre la norme de E etcellede B.

11.3. Le champ EM doit satisfaire les conditions aux limites du systéme, c’est-a-dire les relations de

continuité des champs sur les surfaces. Justifier que c'est le cas pour l'onde caractérisée par
Eo(p):EO(p) e, et §o(p):Bo(p) €.

11.4. Soit I(z,t) I'intensité du courant parcourant le conducteur interne. En utilisant la relation de
discontinuité du champ B sur la surface du conducteur interne, montrer que I (z,t)est de la forme
1 (2,t)=1,£"""*; donner I’expression de I,. Exprimer B(p,z,t) en fonction de 1(z,t) et en déduire

B,(p) en fonctionde I, et p.

11.5. Quelle est I'intensité parcourant le conducteur externe?
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11l. Aspect électrocinétique - Impédance caractéristique
Pour z fixé et & un instant t donné, on définit localement la différence de potentiel U (z,t)entre le
conducteur interne 1 et I'externe 2 par: U (z,t) :—_[;E(p,z,t) dl,

la circulation du champ électrique étant prise sur une courbe plane du plan z fixé reliant les deux

conducteurs.

I11.1. Montrer que, pour londe TEM analysée en I1, U (z,t)est indépendant de la courbe plane
choisie pour relier dans ce plan les conducteurs ; montrer que U(z,t) s'exprime sous la forme :
U (z,t)=Ue"“* o on donnera I’expression de U, . Peut-on définir, pour cette onde, un potentiel

scalaire V (p,z,t) tel que E en soit partout, au signe pres, le gradient ? Justifier votre réponse.

U(z,t)
1(zt)

appelée « impédance caractéristique » ?

111.2. Déterminer le rapport Z, = . Quelle est la propriété remarquable de cette impédance

I11.3. Montrer que : Z_ = A

r

I11.4. On considére maintenant une onde TEM du méme type mais se propageant en sens inverse.
Quelles sont alors les dépendances spatiotemporelles de U (z,t) et I(z,t) pour cette onde ? En
U(z.t)
I(z.t)

I11.5. Calculer numériquement Z. et la vitesse de propagation v a partir des données.

déduire I'expression de en fonction de Z.
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